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G RUPO FUN DAMENTAL

X eSFSCfe ‘l‘ePo[o,Jico al’coc'.onexo/ xoe )(

/
DEFINICION:

K LOOFS: 'Cg: EO/"J% >< continva fq_

%

$co)= 1) = .

5~j? 3 F:Co4dx[g1]— X (
continva ta 1) F(ao0)=3Fn), F(‘u,'l):j(u)
i) FCat)=F(1,t)= x,

GRUPO FUNDAMENTAL Th(x)*TI<X x,2:= {Loops $/~

Conca'l'Snar" $’3 [agps AD S*J: l:g‘l_?ﬁ X 2 b—> {

m,(X) ES GRurO!

C$32[93:= [§~9]

S(Zu) wnsV2

3(Zu-ﬂ) 2 V2



E gempPLOS
* T, (R") ={1} * mA3")={1} a22
xrr1($4)=Z=< [o11— P [wr ™)
% mCX x0) = 0% ) x TqCY) x T.(OQ )= F,
grope Libre

x T, (RP")=Z7/27

A A+
ProPIEDAD: X =Y  contiava indvce (X)) —> M (YY)
C$1+—— [A=§]

o o X/\( Iwomd'[b’?-'co eq,uivalen‘l'es ._"'—-> rfq()(): TT/](YD



GLUE TAN BUEN INVARIANTE ES M ?
Functor  m,: Tep — Grp
* No [nj€c+¢'vo: l_rq(X)d TT4CXx $n) \v/ n>2

x* Sobrejeo'l'ivo-' V af'uf'o p _=7 Cw ComFlejo X tq. n1(X)zr‘

(se puede elejir X con cubcimiento wvaiversal contract:ble )

x* Qué 'tan'lfo sabemos de GI'P 7

TEOREMA(AJEQD’SS,R.ab:n'SS ):ﬁ QISOri‘l'nmo Con ;‘npu'l‘ unad
presentacion Sinrta N= <SIR> q decida si M= {4}

) [/}
SOLUCl6N3 res'i‘rmair a8 wna suvbclase c‘e ToP



VARIEDADES | OPOLSGICAS

DEFIN'CIO,N: M es N-variedad =i V xe M 3 slieto
U3 x homeomeardo a [R7 4y adicionalmente

* M es Havsdorff

¥ M es 2ada coatable

E\TEHPLO$3 Rn/ FR(\' cerrado ,?Dn/-"-n:: EB«"'"X?D“, [RP"/([P"

SUMA ConNEXA: M1 # Mz ﬂq(MqﬁMz)z Tr»]SMq) * I'L,(Mz)

N

Produc."l:o l: Lre

HOY3 Pe.clim\os M ConeXxgd , orien‘l:able/ cerrada (compacta Sin borde)



DIMENSIONES MUY BAJAS
x0=0" M=4{pt} mMm={1}] * a=1 M':Q‘D,] M= 7

DimMensiON 2

¥
*x M= :’D (esfera)
K Mﬁ-”— SD $ (toro)
* M2Sg= To# & T g3 > .

q veces

LLE (ZSD = <L ayba, .., 3q, byl @1b &3 by-eeee 3qbs a'j' by=1>

TRUCO: Encan‘l‘rar ¥  curva cerrada sim-f:le esencial
(C¥1#1 €m(z=))



UNIFORMIZ ACION Cdimensida 2)

TeoReMA(Poincare  Koebe 1907 ):
Z 2- varcedad cerrada :> 3 me"bﬁ'ca R.‘e madannidngd Je

or;entable Curva'l'ura 3ecc.'onal conS'l'an‘l:e

e
>o =O | <o]

23, 9%2

& > o

CP F\G F\m

Pl&no ln Ferbol ()




’
Dimensidn H
PROPOS'CIéN-’ I_.S"’Po 5tn:'l:armen+e 3enerado
= 3 4M Y-vaciedad cerrada (c.onexa, compacta sia borde )
puede se,r/simPléc{‘aca ":2[_ rral(M)ﬁ.’ [—l

3 OO0 Y- variedades cerradas M con TD,(M) = {’l}

FREEDMAN: C(aS::f-'cadaS PO"’ AV Eer o c‘e ;n'l'erSeCc.'oC‘
(1Q87_) €n HQCM,Z) (rma{'r.‘i eatera c'nverfible)

S, =%, CP°,CP*, E,, ...

COROLAR!O: MH cerrada 9 laom—-o-l:élotc.a e guivalente a $q
> M=%



Dimension 3
Egempros: RP>E> T2 555 3 >,. W‘#(ss“sz),...

E sPACIOS DE LENS

3 2
D= {czwl (zlﬂw|2=’\}C(|:z

Lcpg):= B> ez~ e ¥z e Fw)

(pe)=1

Lcpad~ Lepg)

ssi 4= 1(9;?"(-\& p)

Lcpadm LCpg)

MAPPING ToRUS
Zaq ZJ ho meo mor Frsmo 321

MZ = Zg" EOﬂJ /CX,o)‘V(,@'Cx),'I) 2

3 secuvuénc.d exac:{'a Cor‘l‘a

/]—'>TT1<Z~3>'%1T1(M,@'>'QZ%/,

T(LCp,9)=Z/pZ

1
PSR 2



COMPLEMENTOS DE NuDOS

Nupbo: K= $")c $3 M=M(k) := ?DB\U(K>
5- vaciedad con borde 2-”'2

QD>

TEORE MA (Gordon- Luecke’89):
Ky~ K, ssi M (k)= MCk,) |
ss: M (MK "—’1T,,(M(Kz)7 @

CiRuGiA bE DEHN : peqar M(K) 4 wn torm sclide P
s traves de IMIKI=2IP=T® 0.




DescomMpPosicidn en |RREDUCIBLES

/ 3 2
DefFiINIicioN: M irreduc:ble ¢i toda 2-esfera B € M
es borde de vaa 3-bola IBzC M

EJEMPLO: XK FR} $3/ Mk ) WV K aude/ Link irredvc:bles
2

x* $1>< % no rredvc:ble

(&
TEorREMA (Kneser-Milaor “29-62): {0Fc $'<xP
3
M™ cerrada orientable = 3! Ma,..., Mg irreduc:bles
orcentablest+ rzo st

Mz My M, ¥ - KM, % K(E*E)

= T, (M) = m(My) - % (M) * 7'




Descomposicion TST

y) v
DEFINICION:Y & X ey Tq-tnjective
St Nq(Y)-ng.,(x) es .'njec‘L'EVO

(o

TEOREMA(J&CO-Sha(en,:l'ol,.a,,,.sm ‘%9): T,

3 €«
M ®cerada irreducible orientable
:> 3' coleccion maximal de
toros My-injectivws d 's vntos o
T1,--/TK(=TT1)C—> M s

DescoMpPosicion TST: componentes de MN(T, U~ U To)

3-variedades cerradas (si 0o T;/s)

o con borde uanon de -"-2/5 ( S« aldu'n Tc.)



GEOMETRIZACION

/
DEF'N'C|ON: Ms (q.ut'i‘als con borde) e 3eomél'rica St

Q

3 mc,{-rc'ca RiCmaan:ana en M-s - M\@M que_ es com.‘ole‘l:a,
de volumen S-.'nrbo/J local mente ‘\OMeJc:tea (todo per de lou4+os

‘l'c'ene vec:na’acles iSonne’"'r.:cas)

3
TEORE MA (ﬂoursfon-Perelman ’OS): M cerrada | orientable,
irreJuciLle, Tq,...}TK - MS 'L'ores -qu“l.'flJeC'l'\’VaS maxirmaleS.
M3ANTL,U~UT) = Pau = Py,

:> cada P{, es Jeome"{'r.’ca

ToPOLOGIA IMPLICA GEOMETRIA



Geomefria

LAs & GEOMETRIAS

X

3 SUBJwPo oormal cielico :AS:n;ta,

no v.‘r"". So loLlc

/{SULJmPo ooranal ciclico n‘ns.'n:'l:o/

Ejemplo T,

no v.'r'l'. So luLle




GEOMETRIA HiperedLicAa

3 & H
H™=CxR
, 3 .
3 nme‘l'r-'ca cn H"l taL que Jeodes.'cas Son v
Kk rayes verfecales,
* SeminfCunsefenciaS of":OJanales a @“ZO} Ly
Cxeo

Tsom™CH®*) = PSL(2. )

3

™M h.‘perbol;ca Ssi M'—‘-’F\I'HS =)77.,(M):rr'
Con P<P5L(Z/(D) vajfvpu clu'scre"-'o

E JEMPLO <ari‘l'mé'l‘icas>i \DdC € anillo de enteros de QRW=T)
= |_'= PSLCZ/OAD discreto y Vol(r'\l'H3)<oo

ETemPLO: 551’\@



TEOREMA CThurston '828): Zggzs homeo pseudo-Anosov
y 922 = M~p h:FerLQI:ca

C OMO ENTENDER 3-vARIEDADES HIPERBOLICAS 777

‘DEA (Hakcn)3 Cor{iar M3 a traves de superfticies

embedidas M,-injectivas

3
3 M lniperb;licas Sin Sup€r§:ci€5

embedidas IT,-injectivas

TEORE MA (Kal-m-Markov:c ’OQ): l
2

M

sobsu Fer§:c3e3

Ffe> M

cerrada L;perbél:ca = lﬂaj ”emuckas“

L)

" casi totalm ente Jeode’sicas LmmE€ersas

K4

R



COROLARIO: [N~ Tf1( M?> cercada la.’perbélica)

=> I_' c.on'l‘.'ene n—nuclaos SuLjruf's c[e. 5u‘>er$.‘c:e q‘.uasi cConve XoS

” \
NUEVA‘ 'DEA(Wa'd Lausen'68)=EnCan+rar cubrimiento Sinito

M’—’>M Con SUFerﬁzc:es embedidas Ty~ i(\jQC‘('fvaS

/
DeFINICION: H<" es subgrupe
SePafa'L'C 3¢ H es interseccion de su(n'upos
de [ con indice Sinito

= JEMPLO: {13< SL(4,Z) separable
£13= () ker£SL(1,2)—> SLC4, 2 2)]

TeorRe MA (Malceev ‘HO): N<SLCd,T)
Sen:-l:amen‘l'e 3c/\er8c‘o = {4341_' 5e,Fara|>le.



Ccw ConmPle_joS
Yy
CRITERIO(Scott “F8): Y3 X  mpinjectiva, H=mCr)<m(x)=T
Son equivaleates: @ H< I separable
@ H cerrado en Lla topologia prodinitg de K
pete3 P
@ V KC‘Y camPac'l'O 3 XH—‘;\(_"X cubrimients 5:«.:{:03

levan'l'aanc'en'l'o Y— g( q.ue es injec+ivo €n K

’ 3 z
TEOREMA(ASO' 12,\1\/{56 10). M Lgperbéltca cerrada (con borde T ’S)

= subsrupos (rela*:vamen'l:e) quasiconvexos de e m4(M) son separables

LeMA: H< ™ es separable si: . DEMOSTRACIGN:
i) {a3<[ sepacable _y i > f:'—"lc'/ Xt POOX' continva

i) 3 H<ﬁ<r‘/ Ir"ﬁ|<°° N F‘C’H : > H= (1)) + 444 cerrado
tﬂ' P(P)‘:H & PIH=CJH (retraccion) E ‘->ﬁ<‘-r" abierts y cerrado

CAMBIAR oe CAaTecGoriall



COMPLEJOS cusicos CAT(o)

/
DEFINICION c % X comPIeJ'o cobico (Euclideanos con lades de largo 1)
es CAT(O) Si Tf4(>()c{1} y ”no tiene porciones de es:feras“
x* r‘ es CULU‘GL'Q si actua en alju’n comrleJ’o C;lm‘Co

CAT(O) JC &’Ma St'mFln'C\'al, Prort'a ‘7 CoConv;Pac'%a

E TEMPLOS - Q Ay
D) v

EUEMPL01 H< <3gb> = T"*l(OO) Sintamente gererado
= H retrace:on virtual

() — L) > <ab>—=><b>
b

d ¢ > 1
3 b b 1




TEOREMA <B€l’gel’00 -Wise 10) M3 cerrada h; Ferl,o ca
=  m(M3) cubolable
[CLAVE- superS.C¢es de KaLn-Markovic]

TEORE MA CAJOI 1 Z) rl grupe hi Fer(aol:c.p y cubvlable

::_—') Subaruros q.uasrcenvexos Son seParableS

TeoremMA (R ., Groves-Manning ’20):

rl aru,:e hi Fe,-bol:(:o telative A SuLaruros re 'a-l-tvamen’l‘e

Subjrupos abel:anosb cubvlable FVSSicenv€ xoS Son sepambles

ETEMPLO: % T (M? Liperbdica con o sin borde)
% [V cociente de cancelacion pequed’s C’t/¢)
Sobce qcupes h:,aerbé’s'coScubulableS ¥/o abeltanos



Gracias!



